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Inferenze statistiche : usate per mostrare che una causa 
produce una differenza negli effetti  (modelli probabilistici, 
controfattuali, ecc)



Teoria probabilistica della causalità
Patrick Suppes (1970)

Dati due istanti di tempo: t <t e  P(C ) > 0Dati due istanti di tempo: t1<t2 e  P(Ct1) > 0

Se: P(Et2 |Ct1) > P(Et2 | non-Ct1)

C è una causa “prima facie” dell’evento E

L’idea centrale è che le cause aumentano le probabilità dei loro effetti, a 
parità di altre condizioni (ceteris paribus).



L’approccio controfattuale

C vs non- CCt1 vs non- Ct1



L’approccio controfattuale

“Possiamo definire una causa come essere un oggetto seguito da un 
altro… dove, se il primo oggetto non ci fosse stato il secondo non 

sarebbe mai esistito” David Hume [1748]

Se C non fosse avvenuto non avrei osservato E

“ La prima guerra mondiale non sarebbe scoppiata se non ci fosse stato 

(Sliding doors)

“ La prima guerra mondiale non sarebbe scoppiata se non ci fosse stato 
l’attentato di Sarajevo”

“ se non mi fossi distratto con il telefonino non avrei tamponato”
“ Se un’ora fa non avessi preso due aspirine, il mio mal di testa non sarebbe 

passato”

La definizione che ipotizza cosa sarebbe avvenuto in condizioni 
contrarie a quelle effettivamente osservate è chiamata

argomentazione controfattuale



Y0=80

Y1=30

Y2=75 Controfattuale

Osservato

V
A

S Effetto = Y1-Y2

t=0 tempot=1

Y1=30 Osservato

L’effetto causale a livello del singolo individuo, è definito come la differenza nella variabile di risposta Y che 

potrebbe essere osservata se l’unità fosse esposta al trattamento e al non trattamento nella stessa identica 

situazione e sotto le medesime circostanze. 

[differenza delle differenze]



Il problema fondamentale dell’inferenza 

causale

Tutte le unità sono osservate (osservabili) solo in uno dei due stati 
possibili: per ciascuna possiamo osservare Y1 o Y2 ma non 
ambedue.

Di conseguenza l’effetto causale individuale

non può essere direttamente osservato.



Come possiamo operare per valutare un 

relazione causale?

L’effetto causale medio (Average Treatment Effect, ATE) in una popolazione 

di soggetti con  una misura indiretta  effettuata tramite il confronto tra 

due gruppi.

Il principale scopo dei gruppi di controllo è quello di consentire di

discriminare nei pazienti gli esiti causati dal trattamento in studio daglidiscriminare nei pazienti gli esiti causati dal trattamento in studio dagli

esiti causati da altri fattori, come la progressione naturale della malattia,

le attese degli osservatori e dei pazienti o da altri trattamenti. L’esperienza

derivata dal gruppo di controllo ci dice cosa sarebbe avvenuto ai pazienti

se essi non avessero ricevuto il trattamento in studio o se avessero

ricevuto un differente trattamento riconosciuto come efficace.
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Come formare i gruppi da 

mettere a confronto ?mettere a confronto ?



The Lady tasting Tea 
Una annosa questione che tuttora impegna la società inglese

Quando deve essere aggiunto il latte nella tazza, prima o dopo aver 
versato il the ?



The Lady tasting Tea

Immaginiamo che una gentildonna dichiari di essere in grado, assaggiando 
una tazza di the con il latte, di discriminare se il latte sia stato aggiunto 
prima o dopo il the.

Come possiamo verificare questa presunta capacità di “discriminazione”?

Fisher (1935) progetta un “esperimento”.







Randomisation: the physical basis of the validity of the  test



Vi sono 70=      possibili modalità di preparazione delle 8

tazze organizzate in due gruppi di 4
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Qual è la probabilità di “azzeccare” per caso la corretta sequenza?  

4 0

0 4

Come sono state preparate

Latte The

“Latte”

“The”

Le risposte della Lady

E ammettendo un errore di identificazione?

Come sono state preparate

La probabilità è 1/70 (0,014)

3

31

1

Latte The

“Latte”

“The”

Come sono state preparate

Le risposte della Lady

Vi sono 4x4=16 modi di commettere per errore uno scambio. 

La probabilità di “azzeccare” per caso diventa 16/70 (p=0,229)

Complessivamente la probabilità è 0,24 (1/70+16/70=17/70)



Fisher dimostrò che la probabilità di ottenere per effetto del 
caso uno specifico set di valori è data da una distribuzione

ipergeometrica:

a b

c d

a+b

c+d

a+c b+d n

Le risposte della Lady

Come sono state preparate

ipergeometrica:



Il modello di 
Neyman-Rubin

esiti potenzialiesiti potenziali

controfattualità



Le radici del modello risalgono agli anni 1920-1930 

grazie ai contributi di Ronald A. Fisher (1890-1962) e 

di Jerzy Neyman (1894-1981)nell’ambito degli studi 

sperimentali.

Il modello è stato poi espanso da Donald Rubin negli Il modello è stato poi espanso da Donald Rubin negli 

anni ’70 per ricomprendere il caso degli studi 

osservazionali.



Neyman descrive gli effetti causati dai trattamenti
come confronto di esiti potenziali (potential 

outcomes) sotto trattamenti alternativi.

1923

Potential Outcomes (esiti potenziali): I valori assunti da una misura di 

interesse dopo l’applicazione del trattamento e la non applicazione del 

trattamento alla medesima unità



Rubin descrive il suo 
modello

1974



Unità (Ui ) : una persona, cosa, luogo sul quale opererà un 

trattamento ad un  particolare istante

Trattamento (T) : un intervento, l’effetto del quale (attraverso una 

specifica misura sulle unità) il ricercatore vuole valutare 

in relazione al non-intervento (controllo)

Esiti potenziali (Y) : I valori di una misura di interesse dopo l’applicazione

del trattamento Y(1) e la non applicazione del 

trattamento Y(0) alla medesima unità

La struttura del modello: {Ui , T , Y, W}

trattamento Y(0) alla medesima unità

Assignment Mechanism (W) : processo attraverso il quale si decide quali unità

ricevono il trattamento e quali ricevono il controllo

Causal Effect (effetto causale) Per ciascuna unità Ui il confronto dell’esito
potenziale in due situazioni: con il trattamento e senza il trattamento
(controllo).    

Yi(1) – Yi(0)



Quando:

a) non vi è interferenza tra le unità

b) vi è un solo tipo di trattamento ed un solo tipo di controllo.

l’insieme completo degli esiti potenziali in una popolazione di N unità può essere

rappresentato in una matrice del tipo:

Unità Covariate Trattamento

Y(1)

Controllo

Y(0)

1 X1 Y1(1) Y1(0)

. . . .

. . . .

J Xj Yj(1) Yj(0)

. . . .

N XN YN(1) YN(0)

Lo stato di trattamento di una qualsiasi unità non influenza  gli esiti potenziali delle altre unità.

Stable unit treatment value assumption (SUTVA)



Quale meccanismo (W) di assegnazione del 
trattamento alle unità?

E’ il processo secondo il quale le unità sono assegnate al trattamento 
e al controllo.

W fornisce la probabilità di ciascuna sequenza di assegnazione:

Pr (W | Y(0), Y(1), X)

Quando l’assegnazione  è Random la probabilità di ricevere il trattamento 
(propensity score) è uguale per ogni unità e non dipende dal valore di qualche esito 

potenziale non osservato:

Pr (W | Y(0), Y(1), X) = Pr (W | X)



Unità Covariate Trattamento

Y(1)

Controllo

Y(0)Y(1) Y(0)

1 X1 Y1(1) ?

2 X2 ? Y2(0)

3 X3 ? Y3(0)

4 X4 Y4(1) ?

5 X5 ? Y5(0)

6 X6 Y6(1) ?



1- Una dimostrazione per assurdo attraverso l’Ipotesi Nulla (H0 : assenza di 
effetto). 

2- Le unità sono assegnate random al trattamento e al controllo, generando una 
delle possibili assegnazioni, tutte equiprobabili.

3- Si osservano le risposte al trattamento e si calcola l’effetto causale osservato

Lo sviluppo di uno studio randomizzato

4- Per ciascuna possibile assegnazione si calcola l’effetto causale che si sarebbe 
potuto osservare sotto questa assegnazione

5- Si determina quanto raro è il valore dell’effetto causale osservato al passo 3 
(livello di significatività)



Unità Trattamento

Y(1)

Controllo

Y(0)

1 ? 55.0

2 ? 72.0

3 ? 72.7

4 70.0 ?4 70.0 ?

5 66.0 ?

6 78.9 ?
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Unità Trattamento

Y(1)

Controllo

Y(0)

1 55.0 55.0

2 72.0 72.0

3 72.7 72.7

4 70.0 70.0

Si derivano gli esiti potenziali non osservati usando l’ipotesi 
nulla e gli esiti osservati (Y (1)= Y (0)= Yobs )

4 70.0 70.0

5 66.0 66.0

6 78.9 78.9

La sequenza di randomizzazione osservata è una delle  20

potenzialmente osservabili per 6 unità 








3

6



Sequenze di randomizzazione (S) Prob. Di S Ym(1)-Ym(0)

111000 1/20 -5.1

110100 1/20 -6.9

110010 1/20 -9.5

110001 1/20 -0.9

101100 1/20 -6.4

101010 1/20 -9.1

101001 1/20 -0.5

100110 1/20 -10.9

100101 1/20 -2.3

100011 1/20 -4.9

3

9.780.660.70

3

7.720.720.55 ++−++=

Per ciascuna sequenza si calcola l’effetto causale 
che si sarebbe potuto osservare

100011 1/20 -4.9

011100 1/20 4.9

011010 1/20 2.3

011001 1/20 10.9

010110 1/20 0.5

010101 1/20 9.1

010011 1/20 6.4

001110 1/20 0.9

001101 1/20 9.5

001011 1/20 6.9

000111 1/20 5.1
3

7.720.720.55

3

9.780.660.70 ++−++=

1= trattato
0=controllo



Sequenze di randomizzazione (S) Prob. Di S Ym(1)-Ym(0)

011001 1/20 10.9

001101 1/20 9.5

010101 1/20 9.1

001011 1/20 6.9

010011 1/20 6.4

000111 1/20 5.1

011100 1/20 4.9

011010 1/20 2.3

001110 1/20 0.9

010110 1/20 0.5

101001 1/20 -0.5

110001 1/20 -0.9

100101 1/20 -2.3

100011 1/20 -4.9

111000 1/20 -5.1

101100 1/20 -6.4

6/20=0.3

101100 1/20 -6.4

110100 1/20 -6.9

101010 1/20 -9.1

110010 1/20 -9.5

100110 1/20 -10.9

Prob (dati osservati | H0)

Prob (H0 | dati osservati)



Meccanismi di assegnazione

Without a model for how treatments get assigned to units, formal 
causal inference, as least using probabilistic statements, is impossible.

Donald B. Rubin





Randomizzazione

La randomizzazione introduce deliberatamente un elemento di
casualità nell’assegnazione del trattamento ai soggetti di una
sperimentazione clinica.

Durante la successiva analisi dei dati fornisce una base statisticaDurante la successiva analisi dei dati fornisce una base statistica
solida per la valutazione quantitativa della evidenza relativa agli
effetti del trattamento. Essa inoltre tende a costituire gruppi di
trattamento nei quali la distribuzione dei fattori prognostici, noti e 
non noti, sono simili.

International Conference on Harmonisation (ICH : E9)



Tipi di randomizzazione

Semplice

Sequenza singola di assegnazioni casuali. 

Ristretta

Tramite procedure controllate per raggiungere il bilanciamento Tramite procedure controllate per raggiungere il bilanciamento 

tra gruppi in termini di dimensioni o di altre caratteristiche

* a blocchi ( ad esempio di 4 pazienti)

* stratificata (per età, gravità, etc)



Randomizzazione semplice

0 1 0 1 1 0 0 1 0 0

Una sequenza  randomizzata tra le possibili 
N

2 (disposizioni con ripetizioni)

1= trattato  0=controllo

Possibili sbilanciamenti



Assegniamo i trattamenti non ad un singolo 

paziente ma ad un “blocco” di N pazienti 

consecutivi. 

In ogni blocco N/2 pazienti sono assegnati al 

Le possibili configurazioni sono:

1- TTCC

2- TCTC

Randomizzazione a blocchi

In ogni blocco N/2 pazienti sono assegnati al 

trattamento e N/2 al controllo.

Nel caso ad esempio di N=4 si avranno 6 

possibili configurazioni (permutazioni con 

ripetizione).  

6
!2!2

!4

!N!....N!N

!N

i21

==

3- TCCT

4- CTTC

5- CTCT

6- CCTT



Estraendo,ad esempio, casualmente i blocchi 2, 4, 6 si avrà la seguente 
sequenza:

1 0 1 0 1 0 0 1 1 1 0 0

2 4 6

1= trattato  0=controllo

Utile nei trial multicentrici.
Maggiore predicibilità con blocchi di piccole dimensioni. 
Cecità sulla dimensione del blocco.



Paz. SLA

Strato per 

esordio

spinale bulbare
Strato 

capacità vitale forzata 

Randomizzazione stratificata

capacità vitale forzata 

(FVC)

60-74% >75% 60-74% >75%
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Paz. SLA

Strato per 

esordio

spinale bulbare
Strato 

capacità vitale forzata 

Randomizzazione stratificata

capacità vitale forzata 

(FVC)

60-74% >75% 60-74% >75%
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Blocchi N=4


